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INTRODUCTION

Contréle quantique

Pouvoir changer I'état d’'un systéme quantique est un probléme dans
plusieurs domaines de recherche :

@ Photochimie (intervention de la lumiére dans une réaction
chimique) ;

@ Résonance magnétique nucléaire (exploiter le phénoméne de
relaxation et I'émission) ;

@ Réalisation calculateur quantique;

en utilisant
@ Lasers;
@ X-Rays;
@ Champs électrique/magnétique.
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Equation de Schrédinger

dy
ZF_(=A
i (A 4+ V)Y
e NCRY;
@ ¢ = 1(t,x) fonction d’'onde, ¥ (1,-) € L*(Q), ||[v(t, )|l = 1;
@ —A + V opérateur de Schrédinger ;
@ V:Q — R potentiel non-contr6lé ;
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QO CRY;
¥ =1 (t,x) fonction d’onde, ¥ (z,-) € L*(Q), ||v(t, )] = 1;
—A + V opérateur de Schrodinger ;
V : Q — R potentiel non-contrélé ;
u=u(t) € U C R loi de commande ;
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Equation de Schrddinger bilinéaire

i% = (A4 V) +uWy
@ QCRY;
@ ) = ¥ (t,x) fonction d’onde, ¥ (z,-) € L2(2), || (z,-)] = 1;
@ —A + V opérateur de Schrédinger ;
@ V:Q — R potentiel non-contr6lé ;
@ u=u(t) € U C R loi de commande;
@ W: Q — R potentiel de contrble.

Controlabilité

1o, 1, de norme L? unitaire étant donnés, trouver (s’ ils existent)
keN,t,...,t0 >0, uy,...,u € U telles que

P = e (=AEVHuW) o

e*l‘[](*AJrV%*u]W) (wo)
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Exemples

Oscillateur harmonique quantique

iawg;’ 1) = (—gxzz +x + M(t)x> Y(x,1), x€R,

@ le potentiel de contrdle est la multiplication par x,
@ u(r) lintensité du champ extérieur au temps .
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Exemples

Oscillateur harmonique quantique

O (x, 1) ?

. _(_9 | 2
i 5 _( 8x2+x —&-u(t)x)i/}(x,t)7 x € R,

@ le potentiel de contrdle est la multiplication par x,
@ u(r) lintensité du champ extérieur au temps .

Puits de potentiel

X 2
O] (=g ulx) vl ¥E (LD, UL =0

i
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Exemples

Oscillateur harmonique quantique

O (x, 1) ?

. _(_9
i 5 _( 8x2+x +M(l)x>1/)(x,t)7 x € R,

@ le potentiel de contrdle est la multiplication par x,
@ u(r) lintensité du champ extérieur au temps .

Puits de potentiel

X 2
aw((?t,t) - <_§x2 + u([)X) Y1), xe(=1,1), o(£l1)=0.

i

Orientation d’une molécule bipolaire confinée dans un plan

iawé?t) - (_;92 + u(t) cos(9)> v(0,1), Oes

@ 0 degré de liberté de rotation de la molécule,
@ champ électrique orienté dans la direction (0, 1).
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Résultats de contrblabilité

Résultats négatifs

@ pas de contrdlabilité exacte sur la sphére unitaire de L(€2)
(Ball-Marsden-Slemrod [1982], Turinici [2000]) ;
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Résultats de contrblabilité

Résultats négatifs

@ pas de contrdlabilité exacte sur la sphére unitaire de L(€2)
(Ball-Marsden-Slemrod [1982], Turinici [2000]) ;

@ pas de controlabilité pour I'oscillateur harmonigue quantique
(Mirrahimi-Rouchon [2004]).

Résultats positifs

@ Controlabilité exacte en H>(2) pour la puits de potentiel
(Beauchard [2005], Beauchard-Coron [2006], Beauchard-Laurent [2010]) ;

@ Controlabilité approchée en L? et H* par la méthode de Lyapunov
(Mirrahimi [2006], lto-Kunisch [2009], Nersesyan [2009]) ;

@ Controlabilité approchée en L? par des méthodes géométriques
(Chambrion-Mason-Sigalotti-Boscain [2009]).
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Equation de Schrddinger bilinéaire : cadre général

Soit H un espace de Hilbert complexe
%w =AY +uByp, uel. (ES)

On suppose que :

@ A+uB :span{¢, | k € N} — H a une seule extension anti-adjoint
pour toutu € U;

@ A a spectre discret (i )ien;
@ H a une base d’Hilbert ® = (¢ )ren de fonctions propres de A ;
@ ¢, € D(B) pour tout k € N;
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Equation de Schrddinger bilinéaire : cadre général

Soit H un espace de Hilbert complexe
%1/} =AY +uByp, uel. (ES)

On suppose que :

@ A+uB :span{¢, | k € N} — H a une seule extension anti-adjoint
pour toutu € U;

@ A a spectre discret (i )ien;

@ H a une base d’Hilbert ® = (¢ )ren de fonctions propres de A ;
@ ¢, € D(B) pour tout k € N;

@ sij# ket = )\ alors (¢;, Bgy) = 0.

Si tous les espaces propres de A sont de dimension finie, alors la
derniére condition est bien vérifiée (a changement de base prés). J
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Définitions

Définition : propagateur et solution

T (1) = e*AT4B) o ... o gh(AtuB) (0

est la solution de (ES) avec donnée initiale ¢y € H associée a la loi
de commande constante par morceaux u = u1x|o,,,] + U2 X[ 4] T -
T# est dit propagateur de (ES) associé a u.
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Définitions

Définition : propagateur et solution
T (1) = e*AT4B) o ... o gh(AtuB) (0

est la solution de (ES) avec donnée initiale ¢y € H associée a la loi
de commande constante par morceaux u = u1x|o,,,] + U2 X[ 4] T -
T# est dit propagateur de (ES) associé a u.

Contrélabilité approchée
e > 0, 19,1 € H étant donnés, trouver une loi u : [0, 7] — U telle que

177 (o) — 9l <e.

Controélabilité approchée simultanée

e>0,¢, ... Y"eH, Te U(H) étant donnés, trouver une loi de
commande u : [0,T] — U telle que

IT@W) - Te) <e  j=1,...,m
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LE RESULTAT EN L*
[ Je]

Chaine de connexité

S C N? est une chaine de connexité pour (A, B) si

® (pa,Bes) # 0 pour tout (o, B) € §;
@ pour toutj < k € N, il existe (a1, 51), ..., (o, Bp) €n S telle que

J=ai, ﬁ1:a2 B[Jfl:apa ﬁp:k
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Chaine de connexité

S C N? est une chaine de connexité pour (A, B) si

® (pa,Bes) # 0 pour tout (o, B) € §;
@ pour toutj < k € N, il existe (a1, 51), ..., (o, Bp) €n S telle que

J=ai, BIZQZ B[Jfl:apa ﬁp:k

Exemples :
@ Nersesyan [2009] : S = {(1,n) : n € N},
@ Chambrion et al. [2009] : S = {(n,n+ 1) : n € N}.
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Chaine de connexité

S C N? est une chaine de connexité pour (A, B) si
@ (¢n,Bog) # 0 pour tout (o, B) € S;
@ pour toutj < k € N, il existe (a1, 51), ..., (o, Bp) €n S telle que

J=ai, BIZQZ B[Jfl:apa Bp:k

Exemples :
@ Nersesyan [2009] : S = {(1,n) : n € N},
@ Chambrion et al. [2009] : S = {(n,n+ 1) : n € N}.

Une chaine de connexité pour (A, B), S est hon résonante si

A = Ml # [Ae = Al

pour tout (j, k) € S, (¢,m) € N2, {j, k} # {¢,m}.
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Le résultat

S C N? est une chaine de connexité non résonante pour (A, B) si

@ (¢n,Bog) # 0 pourtout (o, B) € S;
@ pourtoutj <k €N, il existe (ay, 51), ..., (o, Bp) €n S telle que

J=aq, Bi=ay ... BprZO[pa 5p:k;

O [Aa — Mgl # [N — Ml;
pour tout (j, k) € N2, (a, B) € S, {o, B} # {j, k}.
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Le résultat

S C N? est une chaine de connexité non résonante pour (A, B) si

@ (¢n,Bog) # 0 pourtout (o, B) € S;
@ pourtoutj <k €N, il existe (ay, 51), ..., (o, Bp) €n S telle que

J=aq, Bi=ay ... ﬁp*lZO[pa 5p:k;

O [Aa — Mgl # [N — Ml;
pour tout (j, k) € N2, (a, B) € S, {o, B} # {j, k}.

Théoréme (Boscain, Caponigro, Chambrion, Sigalotti)

Si (A, B) a une chaine de connexité non résonante, alors, (A, B) est
simultanément contrélable de fagon approchée.
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Le cceur de la preuve

Lemme
Soit § > 0. Si (A, B) a une chaine de connexité non résonante, alors
@ pour toute courbe continue T : [0, 7] — U(H),
@ meN,
@ >0,
ils existent
-T,>0,
- une bijection s : [0,T] — [0, T.],
- une commande constante par morceaux u : [0, T,,] — [0, §]
telles que

}|<¢ja Tt¢k>‘ - |<¢J?T?(t)¢k>|| <e pour toutr € [07T]a ] € Nak < m.

En effet on peut suivre les trajectoires.
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lere étape : changement de variable

n N Ly . 1
@ grace & une reparamétrisation du temps : e(+uB) — gu(iA+5)

(ES) devient

X = vAX + BX,

Cette reparamétrisation du temps échange le temps et la norme L! J




LE RESULTAT EN L?
080000

lere étape : changement de variable

n N Ly . 1
@ grace & une reparamétrisation du temps : e(+uB) — gu(iA+5)

(ES) devient

X = vAX + BX,

Cette reparamétrisation du temps échange le temps et la norme L! J

@ On considére Y = ¢= /"X, alors on a

Y =e IBel Ay (ESY

[(dx, Y)| = |(¢r, X)|, pourtoutk € N J




LE RESULTAT EN L?
080000

lere étape : changement de variable

n N Ly . 1
@ grace & une reparamétrisation du temps : e(+uB) — gu(iA+5)

(ES) devient

X = vAX + BX,

Cette reparamétrisation du temps échange le temps et la norme L! J

@ On considére Y = ¢= /"X, alors on a

Y =e IBel Ay (ESY

[(dx, Y)| = |(¢r, X)|, pourtoutk € N J

@ Approximation de Galerkin d’ ordre N :

v = ( "<*f*Ak)f”b~) Y. ES),
¢ jk TSN (ES)y
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Lidée : convexification

On considére la famille de matrices

On étudie la courbe sur le torus,

U w (ei(Afl_Ak] Jo ’ei(Ajm—Akm)W) )
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On étudie la courbe sur le torus,
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Siv >[I, cos (3) = 0.4298... alors

Conv¥([0,00)) D vS' x {0} x --- x {0}.
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Lidée : convexification

On considére la famille de matrices

On étudie la courbe sur le torus,

Wiwns (0, e hY
Siv >[I, cos (3) = 0.4298... alors

Conv¥([0,00)) D vS' x {0} x --- x {0}.

Exemple :m =2\, — A\, = LA, — A\, =2,

Conv{W(0), U(r/2)} = <1 ;",o> 7

donc

V2 /2

ConV\Il([07oo))DTSl><{O}, et — >v.
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Convexification Il

On peut trouver, 6 € S' étant donnée, une suite (wy);>1 telle que

H
Z U (wy) g (ve,0,...,0),
k=1

= -

a partir de laquelle, pour tout N > n, on peut construire une suite de
lois de commande vy telle que

t
/ (e’“f—*w I VH(T)dTbém) ds =%
L,m<N

to

ds

i6 ,(n) —i6 ,(n)
/z v|bje| (e‘ ey —e ey 0,5 N—n
fo OanXn ‘ OanXan

uniformément en ¢ € [to,#,], ou (j,k) € SN {l,...,n}? 6 € S..
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Contrélabilité sur SU(n)

Le systéme

Jj

x = v|by| (eigq(,:') = e_ige,(;)) x, x€SU(n) (En)J

est controlable par des lois de commande constantes par morceaux

G,0): [0,75] = Slgr,.pe 02 [0,75] =S )
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4
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Contrélabilité sur SU(n)

Le systéme

Jj

x = v|by| (eigq(,:') = e_ige,(;)) x, x€SU(n) (En)J

est controlable par des lois de commande constantes par morceaux

G,0): [0,75] = Slgr,.pe 02 [0,75] =S )

existence d’une chaine de connexité

4

condition d’Hérmander pour (%,)
4

on peut suivre toutes trajectoires en SU(n)
Soit n € N suffisamment grand tel que

d = m) Y@l <, Vrel[0,T)k<m,
ol m, (1) = (01, ), -, (Dn: 1))
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Dimension infinie

Le systeme (ES)’ est telle que l'intégrale entre 0 et r est

v|bj| (e e(k) - e*’oelgj)) OnxN—n R(1)

ON—n><n ON—an—n

ou (j, k,0) = (j(1), k(z), (1)) € S’{l,...,n}z x St.

@ On choisit un entier N tel que >°,.  |bi|* est suffisamment petite
pour toutj=1,...,n (grace a I'hypothése ¢, € D(B)).



LE RESULTAT EN L?
00000®

Dimension infinie

Le systeme (ES)’ est telle que l'intégrale entre 0 et r est

v|bj| (e e(k) - e*’oelgj)) OnxN—n R(1)

ON—n><n ON—an—n

ou (j, k,0) = (j(1), k(z), (1)) € S’{l,...,n}z x St.

@ On choisit un entier N tel que >°,.  |bi|* est suffisamment petite
pour toutj=1,...,n (grace a I'hypothése ¢, € D(B)).
@ Engénéral N > n.
Molecule :
o (4,Bd) #0 <= |j—k| =1;
o <¢k,B¢k+1> = % pour k > 1.
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Estimation de la norme L' du contréle

@ Le temps de contréle du systeme (ES)’ ne dépend pas de la
precisione de I'approximation ;

@ dans la premiére étape on a changé la taille du contréle et le
temps du contrdle.
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Estimation de la norme L' du contréle

@ Le temps de contréle du systeme (ES)’ ne dépend pas de la
precisione de I'approximation ;

@ dans la premiére étape on a changé la taille du contréle et le
temps du contrdle.

Théoreme (Boscain, Caponigro, Chambrion, Sigalotti)

Si (A, B) a une chaine de connexité non résonante qui contient (1,2),
alors pour tout £, > 0, il existe u : [0, T] — [0, d] telle que

™

ITH(¢) = dall <o et fullw < Fommry
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Contrélabilité en H*

[Ixllas = v/ ((=iA)*x, x)

On suppose que pour toute > 0,K >0,n € Nets > 0il existe N € N
telle que pour tout u € L'(0, )

fullp <K = [|(Id — 7n) Y7 (d))[las < € (*)

pourtoutsr>0,j=1,...,n.
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[Ixllas = v/ ((=iA)*x, x)

On suppose que pour toute > 0,K >0,n € Nets > 0il existe N € N
telle que pour tout u € L'(0, )

lull < K = [|(1d — 7w) T{($)]las <€ (%)

pourtoutsr>0,j=1,...,n.

Théoreme (Boussaid, Caponigro, Chambrion)

Si A\ /' o et si (A, B) a une chaine de connexité non résonante,
alors, (A, B) est simultanément contrélable de fagon approchée pour
la norme || - |4s.
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Contrélabilité en H*

[Ixllas = v/ ((=iA)*x, x)

On suppose que pour toute > 0,K >0,n € Nets > 0il existe N € N
telle que pour tout u € L'(0, )

lull < K = [|(1d — 7w) T{($)]las <€ (%)

pourtoutsr>0,j=1,...,n.

Théoreme (Boussaid, Caponigro, Chambrion)

Si A\ /' o et si (A, B) a une chaine de connexité non résonante,
alors, (A, B) est simultanément contrélable de fagon approchée pour
la norme || - ||as-

Exemple

On peut aussi controler la molecule par des lois de commande
constantes par morceaux a valeurs en {0,0}.
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Exemple : la molecule

i%—qf(e,t) = 7%8‘31/1(0, 1) + u(t) cos(0)y(0,1) 6 €S!
@ Valeurs propres : 0,i,4i,9i,...,k%,...;

@ Potentiel de contrble

0o 1/V2 0 ...
1/v2 0 1/2 0 .
0 12 0 1/2 0

0 1/2 0
L,

B=i

@ {(k,k+1);k € N} est une chaine de connexité non-résonante ;
@ || - ||lac est la norme de Sobolev de H*;
@ B est borné pour toutes les normes || - ||g.

Le systéme est simultanéament contrélable de fagon approchée en
norme H* pour tout s.
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Lalgorithme : “g-track”

@ On considére le probléme d’échanger les états 1 et 2.
@ On peut trouver la loi de commande explicitement

{0, 1} est telle que

@ Cette loiu:[0,7T] —
( (61, T(¢1))  ($1L5(¢2)) >:( 10 )
(2, T5(01))  {6205(¢2)) 0 1

< (01, Y7(d1)) (91 T7(02)) )
(92, (1)) (27 (e2))

X
N
oY
g
Q
S
N~~~

1. £ =0.03,H = 20, time = 121, ||ul|,, = 2.66...
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(91, Ti(¢1)) (¢1, T7(¢2))

it /{\ | | \\( | '\f\v'\””\
11 | 1

(@2, T{(41)) (¢2, X1 (42))
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(¢, T4(¢1)) : plan complexe




00000000000
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(¢2, T4(¢1)) : évolution temporelle




ALGORITHME
[e]e]e]e]e] lelele}

(2, T¥(¢1)) : évolution temporelle




(¢3, 17 (3))

(¢3, Y7 (1))

ALGORITHME
000000800

(2, Y7 (3))

(¢3, X7 (¢2))




(4, 17 (4))

b ame oms oo oms | oo0  oos

(¢3, Y7 (¢4))

ALGORITHME

O0000000e0

(¢4, T (1))

3
5
R
s
e
R
8
s Y
Sne | abs b0 -oms oo oms a0 o i

<¢47 Ttu(d)3)>
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La loi de commande permet au propagateur de passer de

FNTg = IN,
0 €% 0
> 0 0 ...
0 0 €% 0
Ty Tl A °
0O 0 . 0

i.e. d’échanger les états 1 et 2 de fagon approchée sans changer les
autres états.
@ On peut montrer que ||(Id — my) Y¥(¢;)|| < 107> siN =15, =1,2
pour tout 7.
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Conclusions

@ On a trouvé des conditions suffisantes pour la contrdlabilité
approchée simultanée.
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Conclusions

@ On a trouvé des conditions suffisantes pour la contrdlabilité
approchée simultanée.

@ La méthode est constructive et nous permet d’implémenter un
algorithme pour réaliser explicitement la loi de commande ;

@ on peut faire des simulations numériques;
@ on peut estimer la norme L' du contrdle.
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Merci de votre attention ! Grazie ! )
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